SUITES NUMERIQUES :
Définition :
On appelle une suite numérique toute fonction définie de IK C N ou de N a valeurs dans R, elle peur
étre définie par une forme explicite.
Exemple : Un =2 n 2+ 3 ou par une forme récurrence :
Exemple :Un+1=-Un+2;Un-1=Un-24 7 ccvvrrcrnnnns
On dit que U n est croissante si U n+1 = Un et décroissante si non ; U n est constante si et seulement si
U n+1=Un. Quel que soit n appartenant a un intervalle [ donné.
Pour savoir :
Le sens de variations de la suite U 5
1 ereméthode : On fait la différence U n+1- U n: et on analyse le signe :
¢ SiUn+1-Un=0alors Unest croissante.
e SiUn+1-Un<0alors U nestdécroissante.
e SiUn+1-Un=0alors U est constante.

, U
2 eémeméthode : On peut aussi calculer —** et comparer avec 1.
n

.U . .U . , U
Si —L >1:U p est croissante. Si —*% <1:U n est décroissante. Si —X =1:U , est constante.

n n n

N.B : Cette deuxieme technique n’est utilisable que si les termes de la suite U » sont tous strictement

positifs au moins a partir d’un certain rang. La 1 ére est donc une méthode générale.

I) Suites Arithmétiques et suites géométriques

1) Suites arithmétiques :

a) Définition : Une suite U » est dite arithmétique si elle s’écrit sous la forme récurrence
Un+1=Un+r, avecrunréel appelé la raison de la suite U n et un 1 er terme qui est a
définir : Généralement on choisit U o ou U 1 comme 1 ¢ terme.

b) Mise en évidence :

Pour montrer qu’'une suite est arithmétique, on calcule U n + 1= U n si on trouve un réel indépendant de

n on conclut que U n est arithmétique en prenant le soin de préciser la raison qui est ce réel trouvé et

le 1 er terme.

U,=2

Exemple: (U,): U - 4 - Montrer que (U 1) est arithmétique :
et
3

U.,-U = —g(n +1)—2+gn +2= —% € Rindépendant de n donc la suite U » est arithmétique de

n+.

4
raisonr = —5 etdelerterme U1 =2.

c) Expression de U , en fonction de n : Forme explicite :

Soit U n une suite arithmétique de raisonr et 1 ¢r terme U k la forme explicite de Un est:
Un=Uk+(n—k) I.
e Sile1erterme est Uo par exemplealorsUn=Uo+nr.
o SilelertermeestUialorsUn=U1+(n-1)r.
N.B : la raison d’une suite arithmétique r détermine le sens de variations de U ».
*Sir < 0:Unestdécroissante.
*Sir = 0:Unest croissante.
*Sir=0:Unestconstante.

Exemple :
4
Un+1=Un__
3 ;Un:Ul+(n—1)r:2+(n—1)(—f]:—ﬂn+ﬂ.
. 4 3 3 3
U1:2,r:—§

d) Somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique :



SoitacalculerSn=Uo+ U1+ U2+ ... +Un= > U,

S, =Uy+(Ug+r)+Uy+2r) +......... +U,+nr)=(n+1)U, +1+2+3+....+n.

n(n+1
Or on établit aisément par récurrenceque:1+2+ 3 + .....+ n= ( > ) ce qui conduit a
n(n+1 n+1)(U,+U
S, =(n+1)U, + ( )rz(n+1) U0+m :( )Y, ”).
2 2 2
Remarque : On dit que des réels a, b et ¢ se suivent dans cet ordre dans une progression arithmétique
: a+c
sib=——.
2

Exemple : Dire si 1; 3 et 5 se suivent dans cet ordre dans une progression arithmétique.
Méme exercice pour les nombres suivants :

a)2; -3 et-8? b) %; %et %? c)-3;2et-8?7? d)2i;2(i-e)et-4e+ 2i.

2) Suites géométriques :

a) Définition :

La suite V n est qualifiée de géométrique si Vn+1 =q Vn.

Le réel q est appelé la raison de V n, le 1 er terme de V n est a définir on prend généralement Vo ou V 1.
b) Mise en évidence :

. . . . . \Y
Pour montrer qu’'une suite V n est géométrique il faut et il suffit de montrer que le rapport V”—“ ceRet

n
indépendant de n. Si ce rapport est un réel indépendant de n on conclut que V » est géométrique.
Exemple : Montrer que V » est géométrique on précisera la raison et le 1 er terme.

{VO =2e v 2en+1
d

.Ona: = =e~ 2,718 € Rindépendant de n, donc V » est une suite
Vn+l = 2en+1 Vn 2en

géométrique de raison q = e etle 1 er terme Vo = 2¢,

c) Forme explicite d’'une suite géométrique V y en fonction de n :

Une suite géométrique (V n) de raison q et de 1 er terme Vi s’écrit: Vo =Vk (q) »-k
SiVk=Voalors,Va=VoqnSiVk=Vialors,Van=Viqnr-1,
d) Somme des termes d’une suite géométrique :

EtqSn=q(Vo+Vo(q+q2+q3+....+qm)).
Done: Sn=qSn =V, (1-0)+V, (4 -07)+Vy (0" =)+ Vp (0" — ™)

n

S, (1-0)=V, (1-9+9-0"+0* = 0° +0° + .4 0" = 0" ) =V (1-0™).

n+l
Parsuite: S, =V, {1_(] }
1-q
N.B : On peut utiliser la raison q pour déduire le sens de variations d’'une suite géométrique.
Si tous les termes de la suite sont positifs alors

e Siq=1alors, Vqestcroissante.

e Siq<1alors, Vnestdécroissante.

e Siq=1alors, V est constante.
IT) Analyse de la convergence d’une suite :

1) Suite convergente et suite divergente :
P Une suite (U n) est convergente si elle admet une limite finie en plus l'infinie : Si limU_ =L

nN—+o0

Avec L est réel on dit que (U n) converge vers le réel L.



l+i
n

Exemple: U = e(

N—>+w0 n—>+o0

); limU, =ecar lim (1+1j =1.0n dit que (U n) converge vers e.
n

P Une suite est dite divergente si elle n'admet pas limite finie en I'infinie :
Soit la limite n’existe pas de méme la suite est divergente.
2) Suite majorée et suite minorée :
@ Une suite U n est majorée par le réel M si pour toutnona:Un <M.
On dit que M est majorant de la suite.
Propriété : Une suite majorée et croissante est nécessairement convergente.
@® Une suite U n est minorée par le réel m si pour toutnona:Un=>m.
On dit que m est le minorant de la suite.
Propriété : Une suite minorée et décroissante est nécessairement convergente.
Pour montrer qu’une suite (U ») est majorée on étudie le signe de U n - M.
SiUn-M <0, on conclut que U » est majorée par M.
De méme si U n—m = 0, on conclut que U » est minorée par m.
3) Théorémes sur les limites :
a) Limites et opérations :
Toutes les propriétés sur la limite d'une somme, d'un produit et la limite d’'un quotient des
fonctions sont les mémes pour les suites. La différence est que les limites des suites se
calculent uniquement au voisinage de + oo.
Les cas d'indétermination se traitent au cas par cas :
Utilisation d’expression conjuguée ; mise en facteur ; la regle de dominance expo domine
puissance de x qui a son tour domine In............
Propriété : U » et V 1 on des suites convergentes si a partir d'un certain indice on a :
Un<Vnalors limU,k < nIiﬁrﬂovn :cette propriété permet de comparer les limites

N—+o0
des suites.
b) Théoréme : L est un nombre réel, U n; Vn et W des suites numériques.
Suites divergentes :
» Sia partir d'un certain indiceona:Un=Vnetque limV, =+walors limU = +co.

n—>+o0 n—>+o0
» Si a partir d'un certain indiceona: U, <V etque limV, =—calors limU =—o.
n—+o0 N—+00
P Si a partie d’'un certain indice ona: V, <U, <W, etque limV, = limW, =Lalors limU,_ =L.
N—>+00 nN—+0 N—+o0
. ] n®+(-1)"
Exercice : étudier la convergence de la suite U, = ————.
n
Solution : Soit n un entier naturel on peut encadre la suite U n a 'aide de deux suites
convergentes :

2 2 n 2 2 2

n“-1 _n“+(-1) n*+1 . (n°-1 . (n°+1 . .
—< (2 ) <—— or lim >— |= lim >— |=Lalors, limU, =1.Lasuite Un
n n n N—-+o0 n N—>-+p n Nn—-+o

converge vers 1.

_l . cos(n
Exercice : Etudier la convergence de U, =—sin(n); V, =e Met W, = n—In(n).

n
Solution:Ona:pourtoutne€N:-1<sin(n)<1
-1 -1 . -1 -1 1 N | .
< —x(1)<—=sin(n)<—x(-1)<—<U, <=or lim == lim —=0alors limU_ =0.
n n n n n N—>+o ] No+o N—s-+o0

Ona:-1<cos(n) <1 <el<e™ <el

Limites de suites de terme général g ":

» Si|g| <1< -1<(q<1lalors, limg" =0:q™ converge vers 0.
N—-+o0

» Siq <-1alors, q» n’admet pas de limite : q » diverge.

n n+1
Calculons les limites des suites suivantes U, = (%j Vo= (g] etWn=(-2)n



3 N—+oo

U :(__1j .Unetsouslaformeqnetq=%donc,-1<q<1alors lim (%1) =0.

LAV :(g .Vnetsouslaformeqretq= %donc, q > 1alors, lim (Ej = 400,

n—+o0 2

B W= (-2) " Wnetsouslaformeqretq=-2<-1alors, lim(-2) n’existe pas.

N—+o0
4) Convergence de suite de type U n+1 =f(Unp):
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a ; b].
U n est une suite a valeurs dans I (U » € I) définie par la formule de récurrence U n+1 = f (U n).
Si U n est convergente alors sa limite est une solution a de 'équation f (L) = L.
III) La démonstration par récurrence :
Pour montrer qu’'une proposition P » est vraie pour toutn > n o al'aide de la récurrence :
1) On vérifie que la proposition est vraie a I'étape initiale n o (rang initial) éventuellement au rang
suivant.
2) On suppose que la proposition est vraie jusqu’a I'ordre n et traduire ce que cela veut dire, puis
montrer que la vérification de la proposition a I'ordre n conduit aussi a sa vérification a I'ordre
n +1.
3) On conclut que la proposition est vraie a 'ordre n c’est — a - dire pour toutn = n o.
Exercice 1

1

Soit (U n) . 1

U, =
U n+l = EU n + 2
1. Représenter les 1 er termes de la suite.
2. Montrer par récurrence que pourtoutn€ N:0< U, <4,
En déduire que (U n) est majorée.
3. Montrer que U n est croissante et conclure quant a sa convergence.
4. Déterminer la limite de U n.
Exercice 2
. NPT . 1 n+1
Soit (V n) la suite définie sur N *par V1= > etV , = [?]Vn.
1. CalculerV, VsetVa.
2. a-Démontrer que pour tout entiern > 0,onaVn> 0.
b- Démontrer que la suite (V n) est décroissante.
c- En déduire que la suite (V n) est convergente.

V
3. Soit (U n) la suite définie par: U = Fﬂ (n>0).

a- Montrer que la suite (U n) est géométrique. Préciser la raison et le 1 €r terme.
b- Exprimer U n puis V » en fonction de n.
c- Calculer limU et limV,.

n—-+oo n—+w
Exercice 3
. . . {Uo =1
On consideére la suite U n définie sur N par : _, Pourtoutn€N.
Un+l =4-e J
1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel nonnuln, 3 <Un < 4.
2. a- Montrer que pour tout entier naturel non nul n,
Un+1-UnetUn-Un+1sontde méme signe.
b- En déduire le sens de variations de la suite (U n).
3. Etudier la convergence de la suite (U n).



Exercice 4
= 3 . r_ s ’ . _1 + 3U n-1
On considére la suite de terme général (U n) défini par: U, = T; (n = 3) et pour son 1 €r terme
+ n-1
U2=3.
1. Calculer U 3, U 4 et en déduire que la suite (U n) n’est ni arithmétique ni géométrique.
2. a-Montrer que (Un) est minorée par 1.
b- Montrer que (U n) est décroissante.
c- En déduire que (U n) est convergente et déterminer sa limite.
1+U,
~1+U,
a- Montrer que (V n) est une suite arithmétique dont on déterminera le 1 er terme et la raison.
b- Exprimer V n puis U » en fonction de n.
Exercice 5

3. OnposeV, =

On considere la suite numérique (U n) définie sur N par :

U, = -
1420,
On admet que U n > 0, pour tout entier naturel n.
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln, Un < 1.
2. Démontrer que (U n) est croissante et convergente.

3. OnposeV, = 1 UL“J pour toutn € N.

n

a- Démontrer que (V n) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

n

1+3"

b- Exprimer V » en fonction de n. En déduire que U, =

c- Calculer la limite de (U n).



