CHAPITRE 2 'PROBABILITES |

Principe fondamentale de dénombrement

Introduction

* Question : Combien de code peut - on former a 'aide d’'une voyelle suivie d’'un nombre parmi
1,2et3?

* Réponse : Il y a 6 voyelles a, €, i, 0, u et y, donc pour choisir une voyelle, on dispose de 6 possibilités.
Pour chaque voyelle il y a 3 possibilités de choisir parmi 1, 2 et 3.
Donc le nombre de codes possiblesest: N =6 x 3 =18.

Si une situation de dénombrement nécessite p choix C 1, C2, C3, .......... ,Cpetsi:

P Le choix C 1 peut produire n 1 résultats possibles ;

» Le choix C 2 peut produire n 2 résultats possibles ;

P Le choix C 3 peut produire n 3 résultats possibles ;

P et ainsi de suite ;

Alors la situation de dénombrement peut se faireden1Xnz2Xns X ......... X n p maniéres différentes.

Exemple
1. Déterminer le nombre de mots de 3 lettres choisies parmi 26 lettres (ayant un sens ou non).
Pour en constituer un, on choisit successivement :
4 Une premiére lettre dans I'alphabet : 26 choix.
# Une deuxiéme lettre dans I'alphabet : 26 choix.
4 Une troisiéme lettre dans l'alphabet : 26 choix.
[l yadonc 26 3 = 17576 mots distincts de 3 lettres.
2. Un numéro d’appel d’'un réseau téléphonique est constitué de 8 chiffres. Il s’ensuit que la
capacité de ce réseau téléphonique est: 10 8.
Application
1. De combien de maniéres peut - on garer 4 voitures dans 4 places vides dans un parking ?
2. Onlance un dé 2 fois de suite. Quelles sont les résultats possibles ?
3. On considere les chiffres suivants: 5-6 -7 -2 - 3.
On veut former les entiers naturels de trois chiffres distincts deux a deux parmi ces chiffres.
a- Quel est le nombre de cas possibles ?
b- Combien de nombres pairs peut — on former ?
c- Combien de multiples de 5 peut - on former ?

1.

Introduction

On consideére un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

Si on lance ce dé 3 fois de suite, alors chaque possibilité est un triplet (a, b, c) ou a, b et c sont

choisi parmi les éléments de 'ensemble E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Toutes possibilité est appelé arrangement avec répétition de 3 éléments parmi 6 (éventuellement

un élément de 'ensemble E peut apparaitre plusieurs fois).

D’apreés le principe fondamental de dénombrement, le nombre total de possibilités est :
N=6X6%X6=63

Soit E un ensemble fini non vide de cardinal (nombre d’éléments) n=>1etp €N “telque: 1 <p <n.
Le nombre d’arrangement avec répétition de p éléments de E est le nombre noté n P.

Exemple
Le nombre de mots de passe de 8 symboles qu’on peut créer avec 66 caracteres est : 66 8,

Chaque mot de passe représente un arrangement avec répétition de huit éléments choix parmi 66.
2.
Introduction
On veut former un nombre n de 3 chiffres n = c d u choisis parmi 1, 2, 3, 4, 5 et 6.



On exige de plus que tous les chiffres soient distincts deux a deux. Toute possibilité est un triplet

(a,b,c) ou a, b et c sont distincts deux a deux a deux et choisis parmi mes éléments de I'ensemble

E={1,2,3,4,5,6}.

Toute possibilités est appelée arrangement sans répétition de 3 éléments parmi 6.

D’apres le principe fondamental de dénombrement, le nombre total de possibilités est :
N=6X5x%x4=120.

Ce nombre estnoté: A’,donc: A’ =6x5x4=120.
Propriété :
Soit E un ensemble fini non vide de cardinal (nombre d’éléments) n>1etp €N “telque: 1 <p <n.
Le nombre d’arrangement sans répétition de p éléments de E est le nombre noté A" donné par:

A’ =n(n-1)(n=2)..cccooeun. (n—p+1).
Exemple
1. Un club de 32 nombres doit élire parmi ses nombres son bureau constitué d'un président, d'un
secrétaire et d'un trésorier.
Question : Quel est le nombre N de bureaux possibles ?
Chaque bureau peut étre considérée comme un arrangement sans répétition de 3 objets pris
parmi 32 objets, et donc le nombre de bureau possibles est: N = A}, =32x31x30 = 29760.

2. Combien d’équipe de football (onze joueurs) peut - on constituer avec les vingt — six membres
de I'équipe en tenant compte de la place des jours ?
Chaque équipe peut étre considérée comme un arrangement sans répétition de 11 objets
choisis parmi 26 objets. Par suite, le nombre d'équipe demandé est : A},
Remarque :

Sin = p, alors tout arrangement sans répétition de n éléments parmi n est appelé permutation a n
éléments.

Le nombre de permutation a n éléments est: A; =nx(n—1)x(N—2)X............ x2x1.
Ce nombre est noté n ! qu’on lit factoriel n,donc:n!l=1x2x 3 ............. X n.
Exemple :

1. Le nombre de possibilités ranger 5 livres dans 5 tiroirs de sorte que chaque tiroir ne peut
contenir plus d’un livre est: 5!
2. Le nombre de fagons de placer 30 éléves sur 30 chaises dans une salle est le nombre de fagons
de permuter les 30 éléves sur les 30 chaises, c — a - dire 30!
Remarque :
» On convientque:0!=1et A’ =1.

n!

» Onapourtout(n;p)ENz2telquel <p<n: Af:(n P!

En particulier,ona: A =n et A" =n!
1. Déterminer le nombre d’entier naturels de trois chiffres distincts deux a deux, constitués a
partir des chiffres: 1,2,3,4,5,6 et7.
2. Un sac contient 11 boules répartis comme suit : 4 noires, 5 bleues et 2 jaunes.
On tire successivement et sans remise 3 boules de sac.
a- Quel estle nombre de tirages possibles ?
b- Quel est le nombre de possibilité d’obtenir :
i- Trois boules noires ?
ii- Trois boules de méme couleur ?
iii - Deux boules noires et une seule blanche ?
iv - Une noire, une bleue et une jaune dans cet ordre ?
3. Avecles lettres du mot « IZENZARN » employées une fois chacune, combien peut - on former
de mots (avec ou sans sens) ?

4. Calculer: A}, AL, A, A, A2,



Introduction
Soit p 1, p 2, p 3 et p 4 quatre personnes, on doit constituer une équipe de 2 personnes pour participer a
une réunion.

Les choix possibles sont: {p;; p;}.{Pi; P,}.{Ps; Ps}.{ P2 Ps}.{P;; P, }. Donc le nombre total de

possibilités est 6, c'est la combinaison de 2 éléments parmi 6, noté C?,donc C. =6.

Le nombre de combinaison de p éléments de p éléments pris parmi n éléments distincts est le nombre
P |
d’ensemble de p objets pris parmi les n objets de départ. Ce nombre estnoté : C” = % = —p l(nn' p)"

Exemple
1. Lors d'un recrutement pour 4 postes de travail, se présentent 8 hommes et 6 femmes.
Déterminer nombre de recrutement distincts possibles :
I[ly a 8 + 6 = 14 candidats possibles. Donc le nombre de recrutement distincts est :
14!
C) =————=1001.
41 (14 — 4) !
2. Une urne contient 4 boules rouges, 3 boules noires et une boule blanche. On tire
simultanément trois boules de I'urne.
8!

31(8-3)!
b- Le nombre de triages avec exactement 2 boules noires est: C xC; =15.

a- Le nombre de tirage possibles est: C; = 56.

c- Le nombre de tirages avec une boule de chaque couleur est: C; xC; xC; =12.
Remarque :
Soit n et p deux entiers naturels tel que : p < n. On a les propriétés suivantes :
e Lasymétrie: C” =C".En particulier: C!=C" =let C. =C)" =n.
e Formule de Pascal: C? +CP* =C""

n+l "

Soit a et b deux réels et n un entier naturel non nul. On a alors la formule suivante dite

« Formule de bindme de Newton »: (a+b)" =) Cfa‘b"™*.
k=0

Dans une classe de 32 éleves, on compte 19 garcons et 13 filles. On doit élire deux délégués.
1. Quel estle nombre de choix possibles ?
2. Quelle est le nombre de choix si 'on impose un gargon et une fille ?
3. Quel estle nombre de choix si I'on impose de deux gargons ?

Différents types de tirages

Types de tirage Ordre Nombre de tirages possibles
Simultanés L’ordre n’intervient pas C’
Successifs sans remise On tient compte de I'ordre AP
Successifs avec remise On tient compte de I'ordre np

Bl Vocabulaire des probabilités
e L’expérience aléatoire : Expérience dont le résultat ne peut pas connu avec certitude.
e Univers des possibilités : L’ensemble de toutes les possibilités d’'une expérience aléatoire qu’on
noté (). On pose QA = {ai; Ay ;a, } , h est appelé cardinal de ‘Q, on écrit : n = card (10).
o FEvénement : Est toute partie de A de ‘. Les singletons de ‘Q (les parties formées d’un seul
élément) sont appelés événement élémentaire.



¢ Evénement contraire : D’'un événement A noté A est composé des éléments de () qui ne sont
pas dans A. On dit qu'un événement A est réalisé si le résultat de I'expérience donne issus a une
possibilité appartenant a A. ¢ est appelé événement impossible et ‘2 événement certain.

o FEvénements in compatibles : Deux événements A et B sont dit incompatibles si et seulement si :
AnB=¢.Ona: Amﬂzqﬁet AUA=Q.
o FEvénement AN B:estI'événement A et B.
o FEvénement AU B:est'événement A ou B.
Exemple |
Une urne contient trois boules : Une boule rouge, une boule noire et une boule verte : notées en série
R, N et V. On tire au hasard 2 boules successivement et avec remise dans I'urne.
1. Dresser un arbre pondéré convenable a cette expérience aléatoire :
Un arbre permet modéliser une situation, on peut aussi visualiser toutes les issues possibles de
cette expérience aléatoire a l'aide de I'arbre ci - dessous.

o —>0 - (R;N)
\ --------------- (R;V)

@ -----mmeeee (N;R)
>o<}o -------------- (N; N)
--------------- (N;V)

® - (V;R)

2. Déterminer I'univers des possibilités Q2 de cette expérience :
NQ={R;R);R;N); R;V);(N;R);(N;N);(N; V)5 (Vs BR); (Vs N); (V; W)}
On adonc: Card (') =9.

3. On considere les événements suivants :

® A: « tirage de deux boules de couleurs différentes »

® B: «la premiére boule tirée est rouge »

® C: «les deux boules tirées sont rouges »

4 D : « tirage au moins une boule noire »

a- Déterminer en détail les événements A, B,CetD :
Ona:A={(R;N),(R;V),(N;R),(N;V),(V;R),(V;N)}.Etonacard (A) =6.
Ona:B={(R;N),(R;V),(R;R)}. Etona:card (B) = 3.

Ona:C={(R;R)}. Cestun événement élémentaire. Et on a card (C) = 1.
Ona:D={(N;R),(R;N),(N;V),(V;N),(N;N)}. Etonacard (D) =5.
b- Déterminer en détail les événements suivants : AnB, CnD, AuBet D.
mOna: AnB={(R;N),(R;V)}.Etona: card(AnB)=2.
M Ona: ANC =¢.A et C sont deux événements incompatibles. Etona: card (AnC) =0.
mOna: AUB={(R;N),(RiV), (N;R),(N;V),(V;R), (V;N),(R;R)}.Etona: Card (AUB)=7.
mona: D={(RiR), (V;V),(R\V),(V;R)}.Etona: card(D)=4.

Application
Une urne contient 3 étiquettes de couleur rouge numérotées de chiffres 1, 2, 3 et deux étiquettes
noires numérotées de chiffre 4, 5.
On tire au hasard successivement et sans remise deux étiquettes de I'urne.
1. Déterminer en détail I'univers des possibilités de Q.
2. Déterminer en détail les événements suivants :
A: « tirage de deux étiquettes de couleurs différentes »
B : « tirage de deux étiquettes dont la somme de chiffre est égale a 4 »
C: «la premiére étiquette tirée est numéroté du nombre 2 »
D : « tirage de deux étiquettes dont la somme des chiffres est inférieure ou égale a 4 »



E : « tirage au moins une étiquette noire »

3. Déterminer en détail 'événement contraire A de I'’événement A.
4. Déterminer en détail '’événement A C.
5. Déterminer en détail I'événement AUC.
6. Montrer que les deux événements A et B sont incompatibles.
Propriété
Soit ‘Q 'univers lié a une expérience aléatoire et soit A et B deux événements de (0. Ona:
& ANB=AUB; & AUB=ANB; ¢ A= (ANB)U(ANB).
1
Définition

Pour étudier une population statistique, on détermine les fréquences f, pour tous les résultats
possibles de caractére x i.

Si le nombre des éléments de la population est assez grand, la fréquence de chaque résultat possible
se stabilise a un nombre quelconque fi qui appartient a I'intervalle [0 ; 1].

Si on choisit au hasard un élément x i de population. La probabilité d’obtenir x i est la fréquence fi et
onécrit:fi=Pi

P i est lue probabilité de I'événement élémentaire {x i}.

Résultats

Soit Q2 un univers des possibilités fini d’'une expérience aléatoire.
On pose Q= {X, X,,..oneens X, )

mf+f+.. +f =1,dou P+P+.cccernn +P =1.

M La probabilité d'un événement A est égale a la somme des probabilités des événements
élémentaires que le forment, on la note P (A).

Exemple :
On lance un dé cubique pipé dont ces faces sont numérotées de 1 a 6. On suppose que la probabilité

d’apparition de 6 est le double de la probabilité de chacun des nombres 1, 2, 3, 4 et 5.
1. Déterminer la probabilité de chaque événement élémentaire : On lance le dé une fois, alors
'univers des possibilités est (0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et pouri € Q2 on pose P i est la probabilité de
I’événement élémentaire : « apparition d'une face portant le chiffre i ».

Onadonc: P, =2F, =2P, =2P,=2P, =2P,etP1+P2+P3+P4++Ps5+Pes=1.
1 2

On conclut donc que: |31:P2:F’3:P4:I35:7et Pez7

2. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
a- A: «obtenir un nombre pair »

Ona:A={2;4;6}alorsP(A)=P2+Ps++Pes= %+

+

~N| -
~N N
~N| A~

b- B: « obtenir un nombre impaire inférieur ou égal a 3 »

1 1 2
Ona:B={1;3},alorsP(B)=P1+P3= 7+7:7.
c- C:«obtenir un nombre pair strictement supérieur a 3 »

Ona:C={4;6},alorsP(C)=P4++Ps= ;
d- D: « obtenir un multiple de 3 ou un nombre pair »

Ona:D={2;3;4;6},a10rs:P(D)=P2+P3+P4+P6=%.



On jette une pieéce de monnaie équilibrée trois fois de suite.
1. Déterminer la liste de tous les résultats possibles.
2. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : « Le tirage ne comporte que des piles »
B : « Le tirage comporte au moins une fois face ».

2. Hypotheése d’équiprobabilité
Définition
On appelle hypothése d’équiprobabilité toute situation dans les probabilités de tous les événements
élémentaires sont égales.
Exemple
Lorsqu’on lance une piéce de monnaie bien équilibré, on jette un dé non pipé ou on effectue un tirage
au hasard des boules indiscernable au toucher, les issues ont la méme probabilité de réalisation, on dit
qu’on est en présence d'une situation d’équiprobabilité.
Théoréme

Card (A)

Sous I'hypotheése d’équiprobabilité, la probabilité d’un événement Aest: P(A)= card (Q)

tel que:
@ Card (A) estle nombre des cas qui réalisent I'événement A.
4 Card ('Q) est le nombre des cas possible.
Exemple :
Une urne contient 4 boules rouges numérotées 1 — 1 - 2 - 2 et trois boules noires numérotées 1 - 2 - 2
On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément 3 boules de I'urne.
1. Déterminer le nombre de tirages possibles : Puis que le tirage des 3 boules s’effectue
simultanément, alors chaque possibilité est une combinaison de trois éléments parmi 7 d’ou :
Card (Q)=C; =35.
2. Calculer la probabilité de chacun des événements ci - dessous :
a- A:«tirage de 3 boules de méme couleur » :
Pour que I'événement A se réalise il faut tirer 3 boules rouges ou 3 boules noires.
_Card(A) CJ+CJ 4+1 5 1
Card(Q) 35 3 3B 7
b- B: «tirage de 3 boules qui portent le méme chiffre » :
Pour que I'événement B se réalise il faut tirer 3 boules portant le chiffre 1 ou 3 boules
portent le chiffre 2.
_Card(B) c?+cC? 1
Card(QQ) 35 7
c- C:«tirage d'une boule rouge seulement » :
Pour que I'’événement C se réalise il faut tirer une seule boule rouge et deux boules noires.
_Card(C) CixC? 12
CCard(Q) 35 35
d- D: «tirage d’au moins une boule qui porte le chiffre 2 » :
Pour que I'événement D se réalise il faut tirer une boule qui porte le chiffre 2 et deux boules
portant le chiffre 1 ou deux boules qui portent le chiffre 2 et une boule qui porte le chiffre 1
ou trois boules qui portent le chiffre 2.
_Card(D) C;xCZ+CIxC;+Cy 18+12+1 31
Card (Q) 35 35 35
e- E:«tirage d'une boule rouge qui porte le chiffre 1 » :
Pour que I'’événement E se réalise il faut tirer une seule boule rouge qui porte le chiffre 1.

D’ot: P(A)

D'ou: P(B)

D'oix: P(C)

D'ou: P(D)




_Card(E) C;xCZ2 20 4
“Card(Q) 35 35 7

D’ou: P ( E)
Application

Une caisse contient 3 boules rouges, 5 boules vertes et 2 boules noires.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On tire au hasard successivement et sans remise 3 boules de la caisse.
1. Déterminer le nombre de tirages possibles.
2. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

a- A:«Tirage de 3 boules de méme couleur »

b- B:« Tirage de 3 boules de couleurs différents »

c- C: «Triage d'une boule rouge dans le second tirage »
d- D: « Tirage d’au moins une boule verte »

e- E:«Tirage d’au maximum une boule noire ».

Soit Q I'univers lié a une expérience aléatoire et P une probabilité définie sur ‘(2. Soit A et B deux
événements de’Q.On a:

¢ P(Q)=1let P(¢)=0. ¢0<PA<1

# Si A et B sont incompatibles, alors P(AUB)=P(A)+P(B).

¢ P(A)=1-P(A)et P(BNA)=P(B)-P(BNA).

¢ P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Exemple :

Une urne contient 4 boules rouges numérotées 1 — 2 - 2 - 2 et 3 boules noires numérotées 2 - 2 - 3.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher.

On tire au hasard une boule de I'urne.

On considere les événements suivants :
A: « tirage d’'une boule noire » ; B : « tirage d’'une boule qui porte le chiffre 2 »
C: « tirage d'une boule rouge »; D : « tirage d’'une boule qui porte le chiffre 3 »
E : « tirage d’'une boule qui porte un chiffre impaire ».

1. Calculer les probabilités suivantes : P (A), P (B) et P(ANB).
On tire au hasard une boule de I'urne, alors I'univers des possibilités contient 7 possibilités,
cest-a-dire: Card () =7.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher alors on a I'hypothése d’équiprobabilité d’ou :
Card (A Card (B Card(AnB
p(A)—CAA(A) 3. oy Card(B) 5 pipp) CAUANE) 2
Card(Q) 7 Card(Q) 7 Card(Q) 7

2. En déduire la probabilité de I'événement (AUB) :

On al'égalité: P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB),alors: P(AUB):$+

~N | o
|
~N N
~N|o

3. Calculer la probabilité P(DNC):
Ona: CND=¢ c'est—a-dire que les deux événements C et D sont incompatibles.
D
Btona: P(C)=—2r0(C) 4, p(p)-C4(D) 1 1o b(cAD)=P(C)+P(D)=
Card(Q) 7 Card(Q) 7
4, Calculer la probabilité P (E) :

~N | o

L’événement contraire de I'événement E est B, ol : P(E)=1-P (E) =1-

Application

Un appareil, fabriqué en tres grand série, peut présenter deux sortes de défauts désignés par D 1 et D 2.

~N| ol
~NnNo



Dans un lot de 1000 appareils, on constate que 70 appareils ont le défaut D 1, 60 appareils ont le
défaut D 2 et 30 appareils ont les deux défauts.

Un client achéte un appareil (au hasard).

Déterminer la probabilité des événements suivants :

® A: «L'appareil ales deux défauts »; @ B: « L’appareil a au moins un défaut »

® C: « L’appareil n'a pas de défaut» ; @ D:«L’appareil le défaut D 1 et n’a pas le défaut D 2 »
¢ E : « L'appareil le défaut D 2 et n'a pas le défaut D 1 » ; F : « L’appareil a un seul défaut ».

Bl Probabilité conditionnelle : L’'indépendance
 Définition |
Soit A et B deux événements d’'un univers de possibilités 1 tel que P (B) # 0.
On appelle probabilité conditionnelle de I'événement « A si B » ou « A sachant B », le quotient

Card (AN B) P(ANB)
————noté Pe(A) ouP (A/B) c’est-a-dire: P NEER
Card (B) = (4) (4/B) (%) P(B)
Exemple :
Une caisse contient 5 boules rouges, 4 boules noires et 3 boules vertes. On suppose que toutes les
boules sont indiscernables au toucher.
On tire au hasard successivement et sans remise 2 boules de la caisse.
1. Déterminer le nombre des résultats possibles :
Chaque tirage est un arrangement sans répétition de deux éléments parmi 12 d’oui :
Card (Q) = A, =132.
2. Calculer la probabilité des événements suivants :
a- A:«Lapremiére boule tirée est rouge » :
Card (A Lx AL+ A
P(A) = (A) _AxA+A 5
Card (Q) 132 12

b- B:«La deuxiéme boule tirée est noire sachant que la premiére est rouge » :
On considere l’événement suivant D : « la deuxiéme boule tirée est noire »

Am D Ly Al 4
Ona:P (%) = lAS 1A“ > =—.
P(A) A7 xA+A 11
c- C:«Ladeuxieme boule tlree est verte sachant que la premiére est rouge » :
On considere les deux événements suivants : E : « la deuxiéme boule tirée est verte » et
F : « La premiére boule tirée est noire »

Ax A,
EmF
Ona:P (E/) T 1312 2=3.
F P(F) &x%+& 11
132

Théoréme

'Application : |
Un centre de santé se propose de dépister une maladie aupres d’'une population de 1000 individus.
On dispose des données suivantes :
W La proportion des personnes malades est de 10 %.
B Sur 100 personnes malades, 98 ont un test positif.
B Sur 100 personnes non malades, une seule personne a un test positif.
B On choisit une personne au hasard et on la soumet a un test de dépistage.
B On note M : « la personne est malade » et T : « la personne a un test positif »
B E : « L’appareil a un seul défaut ».




1. Déterminer la probabilité qu'une personne malade ait un test positif, ainsi que la probabilité
qu’une personne malade ait un test négatif.
2. Déterminer la probabilité qu'une personne non malade ait un test négatif, ainsi que la
probabilité qu'une personne non malade ait un test positif.
3. Déterminer la probabilité des événements ci - dessous :
@ E : «la personne choisie a un test positif »
@ F : «la personne choisie est malade sachant qu’elle a un test négatif »

2

Définition

Soit A et B deux événements de probabilités non nulle.
On dit que A et B sont indépendants lorsque la réalisation de I'un n’affecte pas sur I'autre.

Théoréme
Deux événements A et B de probabilités non nulle sont indépendants si et seulement s'ils vérifient la
condition suivante : P(AnB)=P(A)xP(B).
Remarque :
- Ny _ B/\_
» A et B sont deux événements indépendants, donc P ( %) =P(A)et P( /A\) =P(B).

P Ne pas confondre événements indépendants et événements incompatibles.
Exemple
On lance un dé non pipé une fois sur une table horizontale, ses faces sont numérotées de 1 a 6. On
considere les deux événements suivants :
@ A': « Obtenir d'un chiffre multiple de 2 » ; @ B: « Obtenir d’un chiffre multiple de 3 ».
Est - ce que les deux événements A et B sont indépendants ?

Ona:A={2,4,6};B={(3,6}et AnB={6.

Alors:P(A):le; P( ):%(B)zlet P(AmB):l.
Card(Q) 2 Card(Q) 3 6
1 11 .

Alors: P(ANB)= 6= (A)xP(B)= 553 D’oll A et B sont indépendants.

Epplication

Une caisse contient 6 boules numérotées de 1, 1, 1, 2, 3, 4. On suppose que toutes les boules sont
indiscernables au toucher. On tire de la caisse au hasard une boule.
1. Calculer les probabilités de chacun des deux événements suivants :
A : « obtenir une boule qui porte un chiffre pair »
B : « obtenir une boule qui porte un chiffre inférieur ou égale a 3 »
2. Est- ce que A et B sont indépendants ?
3
Définition
On considere une expérience aléatoire constituée de n épreuves successivement. Si les issues d'une
épreuve n’influencent pas sur les résultats des épreuves suivantes, on dit que I'expérience aléatoire
est constituée d’épreuves indépendantes.
Exemple :
Les expériences suivantes sont constituées par des épreuves indépendantes :
P Jet une piéce de monnaie n fois successives n = 2 (chaque jet de la piéce est une épreuve).
P Jet d'un dé n fois successive n = 2.

Propriété

Soit A un événement de probabilité p lors d’'une épreuve aléatoire, et n un entier naturel non nul.
Lorsqu’on répéte cette épreuve n fois de maniére identiques et indépendantes, alors la probabilité que

I'événement A soit réalise k fois exactement est: C;p* (1- p)"_k ouke€{0;1;2;3;..... ; n}.



Exemple :
On lance 10 fois de suite un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on
s'intéresse au nombre de 6 obtenus.

3 7
W La probabilité d’obtenir « le numéro 6 » trois fois exactement est: C., (%) (gj :
1 0 5 10 5 10
W La probabilité d’obtenir jamais « le numéro 6 » est: C_) (g] (gj = [EJ .

9
et P . . . 1Y(5
W La probabilité d’obtenir « le numéro 6 » une fois exactement est : C;, (E) [EJ .
VI
1. Lavariable aléatoire
Définition:
Soit une expérience aléatoire a un univers d’issus fini.

Si on associe chaque issue de |'’expérience aléatoire a un nombre réel unique, on dit que nous avons
défini une relation de () vers R appelée variable aléatoire notée généralement X.

Notation :

@ L’ensemble X (') désigne I'ensemble des valeurs prises par X.

[ L’événement « X prend la valeur x i » est noté (X = x 1).

[ L'événement « X prend les valeurs inférieurs ou égales a x i » est noté (X < xi).

= L'événement « X prend les valeurs supérieurs ou égales a xi » est noté (X = xi).

= L’'événement « X prend les valeurs comprises entre x i et X j » est noté (xi < X < x;).

[= La probabilité de I'événement (X = x i) est notée P (X = x ).

Exemple :

On lance trois fois de suite une piéce de monnaie bien équilibrée et on note le résultat.
1. Déterminer le nombre total d’issues :

Q={(PPP),(PPF),(PFP),(PFF),(FPP),(FPF),(FFP),(FFF)}.

2. Soit X la variable aléatoire qui a chaque événement élémentaire associe le nombre coté
« face » obtenu.
a- Déterminer les valeurs possibles de X :
Dans cette expérience aléatoire la face ne peut pas étre jamais obtenu, 1 fois, 2 fois ou 3
fois, d’ou les valeurs possibles de X sont: 0, 1, 2 et 3 et on écrit : X (2) = {0,1,2,3}.
b- Quelle est la probabilité I'événement (X =0) ?

La probabilité de 'événement (X=0) est: P (X=0) = %
c- Quelle est la probabilité de 'événement (X=1) ?

La probabilité de 'événement (X =1) est: P (X=1) = g
d- Quelle est la probabilité de 'événement (X = 2) ?

La probabilité de 'événement (X =2) est: P (X=2) = g
e- Quelle est la probabilité de 'événement (X =3) ?

La probabilité de 'événement (X =3) est: P (X=3) = %

2]

Définition

‘() est un univers de possibilités d’'une expérience aléatoire.

X est une variable aléatoire définie sur ‘Q qui prend les valeurs X 1, X 2, «...cueee. , X n.

Définir la loi de probabilité de X, c’est associer a chaque valeur x i (avec 1 < i < n), la probabilité de
I'événement (X = xi).



Remarque
Si on veut déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire X, on déterminer tout d’abord
'univers des issues (), on dénombre toutes les valeurs possibles de X, on calcule toutes les

robabilités d’événements (X = x i) et on présente les résultats dans un tableau sous la forme suivant :

Xi X1 X2 X3 | s Xn-2 Xn-1 Xn
P (X=xi) Pi P2 P3 | e Pn-2 Pn-1 Pn
Exemple :

Une urne contient 10 boules numérotées de 0 a 9. On suppose que toutes les boules sont
indiscernables au toucher.
On tire de la caisse au hasard et simultanément 3 boules.
X désigne la variable aléatoire qui donne le nombre de boules tirées qui portent un chiffre pair.
1. Déterminer le nombre d’issues possibles :
Le nombre de possibilités est : Card (Q) = C; =120.

2. Ecrire en détail 'ensemble X (Q) :
Les valeurs possibles de X sont :
@ O si les trois boules tirées portent un chiffre impair.
@ 1 si parmi les 3 boules tirées une seulement qui porte un chiffre pair.
@] 2 si parmi les 3 boules tirées une seulement qui porte un chiffre impair.
@ 3 si les trois boules tirées portent un chiffre pair.
On écritdonc: X (Q) ={0;1;2; 3}.
3. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X: On a:
Card(X=0) C}! 10 1

BP(X=0)= = — =,
X=0= " (Q) 120 120 12
— 1 2
mP(X=1)= Card(X =1) C;xC 50 _5
Card(Q) 120 120 12
— 2 1
mP(X=2)= Card(X =2) CZxC; _ 50 _5
Card(Q) 120 120 12
— 3
mP(X=3)= Card(X=3) Cc? 10 1

Card(Q) 120 120 12
Le tableau suivant donne la loi de probabilité de la variable aléatoire X :

X i 0 1 2 3
P&=x) | L | 5 | 5 | 1
12 12 12 12

4. Quelle est la probabilité de I'événement (X < 2) ?
L’événement (X < 2) est: tirage de 3 boules portent un chiffre impair ou 2 boules portent un
chiffre impair et une boule porte un chiffre pair ou une boule porte un chiffre impair et 2
boules qui portent un chiffre pair.

D'ou: P(X £2)=P(X =0)+P(X =)+ P(X =2) = =+ > 4 2 =11

IPAEVREVIETY

Une urne contient 3 boules rouges et 2 boules noires. On tire au hasard et successivement et avec
remise deux boules de I'urne. On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher.
X est la variable aléatoire qui donne le nombre de boules rouges tirées.

1. Déterminer le nombre d’issues possibles.

2. Déterminer les valeurs possibles de X.

3. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

4. Quelle est la probabilité de I'événement (X < 2) ?



E¥ L’espérance mathématique
Définition
L’espérance mathématique d’une variable aléatoire est intuitivement la valeur que I'on s’attend a
trouver, en moyenne, siI’on répéte un grand nombre de fois la méme expérience aléatoire.
Elle se note E (X), se lit « Espérance de X » et est donnée par la relation suivante :

E(X)=XP+X,P, + X P3 + oo +X P,

Exemple :
Si on considére la loi de probabilité de la variable aléatoire suivante :

Xi 0 1 2 3
P&=x) | L | 5 | 5 | 1
12 12 12 12

L’espérance mathématique de X est: E(X )= O><i +1x S +2x S +3x 1_ §
12 12 12 12 2
2] La variance
Définition
La variance d’une variable aléatoire X est notée V (X) et est donnée par la relation suivante :
V(X)=( %’ + PyX,” + oo + pnxnz)—[E(X)]Z.
Exemple :
Dans la loi de probabilité de la variable aléatoire X ci — dessus :

2
La variance de X est: V (X ) =0 ><i+12><£+22 x£+32xi—(§j :1.
12 12 12 12
Bl L’écart - type
Définition
L’écart - type d'une variable aléatoire X, notée o, est la racine carrée de la variance. On a :

o=, N ().
Remarque :

L’écart - type donne la dispersion des valeurs de X par rapport a I'espérance.
Une urne contient 7 boules blanches et 3 boules noires.
On tire une boule au hasard et on répeéte I'opération avec remise.
Soit X le nombre de boules blanches obtenues en 6 tirages.
1. Préciser laloi X, on donnera les valeurs prises par X et pour chacune de ces valeurs de
P X =K).
2. Calculer la probabilité d’obtenir :
a- 5 boules blanches en 6 tirages.
b- Au plus 4 boules blanches en 6 tirages.
c- Ni plus de 5 boules ni moins de 2 boules en 6 tirages.
3. Déterminer I'espérance mathématique E (X) etla variance V (X).



EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice 1
Soit A et B deux événements associés a une méme expérience aléatoire. Les questions 1, 2 et 3 sont
indépendantes.

1. On suppose dans cette question que : P (A) = 0,7 et P (B) =0,85et P(AUB)=0,9.
a- Calculer: P(ANB), P(Z\), P(E)et P(Au B).

b- Calculer: P(Amg) (AmB) (%)et P(%)

c- Les événements A et B sont - ils indépendantes ? justifier.
2. On suppose dans cette question que : P( ) 0,36 ; P( ) 0,74et P(Au B) 0,27.

a- Calculer: P AmB (%)et P(/A\)
b- Calculer: P(AnB), P(ANB), ﬁ(AmB)et P(AUB).
c- Calculer: P(%) P(%) et P(%)

d- Les événements A et B sont - ils indépendantes ? justifier.
= 6
3.0 d tt ti : P(ANB)=0,3, P(B)=0,58et P B-):—.
n suppose dans cette question que : P(ANB) ( ) e ( /A\ T
a- Calculer: P(Z\m B).

b- Calculer:P (A) et P(%) 2/3 B

c- Calculer: P(AUB). /
A

Soit A et B deux événements associés a une expérience aléatoire. / B
On considére I'arbre suivante : \ - B
g — —
1. Calculer P (A) et P( /A) 4/5 >~ A B

2. Compléter I'arbre par les probabilités manquantes sachant que : P (Z\m E) = >0

3. Calculer P (B).
4, Les événements A et B sont - ils indépendantes ?
Une maladie atteinte 1 % d’une population donnée. Un teste de dépistage donne les résultats
suivants :
@ Chez les individus malades, 99 % des tests sont positifs.
@ Chez les individus non malades, 98 % des tests sont négatifs.
On choisit au hasard un individu de cette population. On considére les événements suivants :
» T : « Le teste est positif »
» M : « L'individu choisit est malade »

1. Construire un arbre pondérsé, et calculer P( et P (V )

2. Calculer P(T "M )et P(M mT)et en déduire P (T).

3. Sachant que le test est positif, quelle est la probabilité que cet individu soit malade ?

Exercice 4

Un sac S 1 contient 5 boules rouges et 3 boules noires. Un sac S 2 contient 2 boules rouges et une boule
noire. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

On choisit au hasard 1'un des sacs, puis on en tire au hasard une boule. (Il y a équiprobabilité dans le
choix des sacs). On considére les événements :



M S1:«ChoisirlesacSioui€{1;2}»
B R: « Obtenir une boule rouge »
B N : « Obtenir une boule noire ».

LesacS 1 LesacS:2
o000 ( X X )
000

Construire un arbre pondéré.
Calculer la probabilité de choisir le sac S 2 et obtenir une boule rouge.
Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge.
4. Sachant que la boule tirée est noire, quelle est la probabilité qu’elle soit tirée dusac S 1?
Exercice5 |
= Un sac S1 contient 2 jetons portant le numéro 1 et 4 jetons portant le numéro 2.
= Un sac S 2 contient 3 boules rouges et 4 boules vertes.
Toutes les boules et les jetons sont indiscernables au toucher.
LesacS1 LesacS:2

1. Ontire au hasard un jeton de S 1.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
P A: « Le jeton tiré porte le numéro 1 »
» B: « Le jeton tiré porte le numéro 2 »
2. On considere 'expérience aléatoire suivants :
On tire au hasard un jeton de S 1 et on note son numéro :
4 Si ce numéro est 1, on tire au hasard une boule de S 2.
4 Si ce numéro est 2, on tire au hasard et simultanément deux boules de S 2.
Soit E n 'événement : « obtenir exactement n boules rouges » oi n € {1 ; 2}.

11 2
a- Montrer que: P =—et P(E,)=—.
que: P(E)=o7et P(B) =5
b- Sachant qu’on obtenue une seule boule rouge, calculer la probabilité pour que le jeton tiré
de S 1 porte le numéro 1.

N

Exercice 6

On considere un dé cubique équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
Un sac contient 4 boules rouges et 3 boules vertes. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

=

On tire au hasard et simultanément deux boules du sac puis on lance le dé.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A A: « obtenir deux boules rouges etlen 5 »
A B : « obtenir deux boules vertes et un numéro pair »
A C: « obtenir deux boules de couleurs différentes et un multiple de 3 »
Exercice 7
» Une urne U 1 contient 5 boules rouges et trois boules noires.
» Une urne U 2 contient 4 boules rouges, 2 boules vertes et une boule noire.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément deux boules de I'urne U 1 et une boule de 'urne U .

_esse

00000 [
o000 0000
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
@ A : « obtenir 3 boules de méme couleur »




[ B : « obtenir 2 boules rouges exactement »
[ C : « obtenir une boule de chaque couleur »,

Exercice 8

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules blanches. Les boules sont indiscernables au toucher.
On tire au hasard une boule de I'urne, on note sa couleur, puis on la remet dans 'urne : on répeéte cette
épreuve 9 fois de suite. (Tirage successif avec remise de 9 boules).

o000
0000

1. Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge deux fois exactement.

2. Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge 6 fois exactement.

3. Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge au moins fois.

| Exercice 9|

Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules blanches et une boule noire.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

Q0O
OQ0O0e

On tire au hasard successivement et avec remise 3 boules de I'urne.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
e A: «obtenir 3 boules de couleur deux a deux distincts (une boule de chaque couleur).
e B:«obtenir 3 boules de méme couleur »
e C: «obtenir 2 couleurs exactement »
e D: «obtenir 2 boules rouges exactement »
2. On tire maintenant au hasard successivement et sans remise 3 boules de I'urne.
Calculer la probabilité de chacun des événements A, B, C et D.
3. On tire maintenant au hasard simultanément 3 boules de I'urne.
a- Calculer la probabilité de chacun des événements A, B, C et D.
b- Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de boules rouges restantes
dans I'urne apres le tirage de 3 boules. Déterminer la loi de probabilité de X.
Exercice 10 |
Un sac contient :
M 3 jetons blancs numérotées:1;1; 2.
B 4 jetons rouges numérotées:1;1;2; 2.
M 5 jetons vertes numérotées:1;2;2;2; 3.
Toutes les jetons sont indiscernables au toucher.
1. Ontire au hasard successivement et avec remise 4 jetons du sac.
a- Calculer la probabilité d’obtenir 4 jetons de méme couleur.
b- Calculer la probabilité d’obtenir un seul jeton blanc.
c- Calculer la probabilité d’obtenir 4 jetons portant le méme numéro.
d- Calculer la probabilité d’obtenir un seul jeton vert et un seul nombre pair.
2. On tire au hasard successivement et sans remise 4 jetons du sac.
a- Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : « obtenir 4 jetons de méme couleur »
B : « obtenir un seul jeton rouge »
C: « obtenir exactement deux jetons verts numérotés 2 »
D : « obtenir 4 jetons portant le méme numéro »
E : « obtenir un seul jeton rouge et un seul nombre impair »
b- Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage de 4 jetons associe le nombre de jetons verts
qui portent un nombre impair.
Déterminer la loi de probabilité de X.
3. On tire maintenant au hasard simultanément 4 jetons du sac.
Calculer la probabilité de chacun des événements A, B, C, D et E.




4. On consideére le jeu suivant :

On tire au hasard successivement et sans remise deux jetons du sac. On gagne si on obtient

deux jetons verts portant le numéro 2.

Omar a joué 3 fois de suite a ce jeu (Elle remet les 2 jetons tirés dans le sac avant le tirage

suivant).

a- Quelle est la probabilité que Omar gagne 3 fois ?

b- Quelle est la probabilité que Omar gagne une fois exactement ?

c- Omar désire jouer n fois de suite a ce jeu pour que la probabilité de 'événement
G : « Omar gagne au moins une fois » soit strictement plus grand que 0,999.
Déterminer la plus petite valeur de n.

Exercice 11

Une urne contient trois boules blanches et sept boules noires. On suppose que les boules ont la méme
probabilité d’étre tirées.
1. Ontire au hasard et simultanément deux boules de I'urne. Soit A et B les deux événements :
A A : «les deux boules tirées sont noires »
A B: « parmi les deux boules tirées, il y a au plus une boule noire »
Montrer que : P(A)= L et P(B) ZE.
12 15
2. Dans cette question, on considere I'expérience aléatoire suivante :
On tire une boule de I'urne ; si cette boule est blanche, on s’arréte, et si cette boule est noire, on
tire de 'urne une deuxieme boule et derniere boule.
On considere les deux événements :
P C: « obtenir une boule blanche au premier tirage »
P D : « obtenir une boule blanche »
a- Calculer la probabilité de I'événement C.

b- Montrer que la probabilité de I'événement D est %

Exercice 12 |
Une urne U 1 contient six boules portant les nombres 0;0;1;1; 1; 2 et une urne U 2 contient cinq
boules portant lesnombres 1;1;1;2; 2.
On suppose que les boules des deux urnes sont indiscernables aux toucher.
On considere I'expérience suivante :
On tire une boule de I'urne U 1 et on note le nombre a quelle porte, puis on la met dans I'urne U 2,
ensuite on tire une boule de I'urne U 2 et on note le nombre b qu’elle porte.
On considere les événements suivants :
@ A: «laboule tirée de I'urne U 1 porte le nombre 1 »
@ B : «le produit ab est égal a 2 ».
1. a- Calculer P (A) ; la probabilité de 'événement A.

b - Montrer que P (B) = % (on peut utiliser 'arbre des possibilités)

2. Calculer P (A/B) ; probabilité de 'événement A sachant que I'événement B est réalisé.
3. Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque résultat de I'expérience, le produit ab.
1
a- Montrer que P (X=0) = 3
b- Donner la loi de probabilité de X (Remarque que les valeurs prises par Xsont0; 1; 2 et 4).
c- On considére les événements :
M : «le produit ab est pair non nul » et N : « le produit ab est égal a 1 ».

Montrer que les événements M et N sont équiprobables.



